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Abstract
　　　・・n・・k・en［・］・nv・・・・・…d・h・Bl・・chk・p・・d・…Fa，λ一・・21簾・・d・g・ee　3…
showed　that　for　an　irrational　rotation　numberαsatisfying　the　Brjuno　condition　there
exists　a　constantαo≧3and　a　continuous　functionλ（α）such　that　Fa，λ（α）possesses　a　Her－
man　ring　and　also　that　the　modulus　M（α）of　the　Herman　ring　approaches　O　as　a　ap－
proachesαo．　We　can　show　his　results　are　extended　for　a　certain　class　of　Blaschke　products
of　degree　higher　than　3．　The　similar　question　which　is　whetherαo＝3holds　in　the　case　of
degree　3　is　also　discussed　in　the　higher　degree　case．　We　show　that　the　Herman　ring　disap－
pears　on　the　way　for　a　certain　set　of　irrational　rotation　numbers．
1 Introduction
Henriksen［7］investigated　the　Blaschke　products　Qf　degree　30f　the　form：
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Fa，λ（・）一・・21嵩i・
We　define　a　family　F，　consisting　of　degree　3　holomorphic　mappings　of　the　sphere　by
F＝　｛Fa，λ：1λ1＝1，0≦argλ≦π，　a＞3｝．
For　an　irrational　numberθ∈（0，1）let［α1，　a2，…］be　the　continued　fraction　expansion　of
θ．Thenθis　said　to　be　of　bounded　type　if｛an｝is　a　bounded　sequence．　Let　1）n／q．　be　the
n－th　convergent　of　e．　An　irrational　numberθis　said　to　be　a　Brjuno　number　if　the　follow－
ing　inequality　holds（［3］）：
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Σ1°9・q・＋1＜。。．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n　　qn
We　denote　by　B　the　set　of　Brjuno　numbers．
　　　Letθ∈（0，1）denote　an　irrational　number．　Henriksen　showed　the　following　results：
（1）There　exists．F∈Fwhich　possesses　a　Herman　ring　with　rotation　numberθif　and
only　ifθis　a　Brjuno　number．
25
（2）Supposeθis　a　Brjuno　number．　There　exists　a　constant　ao≧3and　a　continuous
λ：（αo，OQ）→S1∩1亘r
such　that　Fa・，λ・∈Fpossesses　an　invariant　Herman　ring　with　rotation　numberθif　and
only　if（α’，λ’）1ies　on　the　graph　ofλ，　where　H　denotes　the　upper　half　plane　in（C．
（3）The　modulus　M（α）of　the　invariant　Herman　ring　possessed　by　Fa，λ（a）is　a　strictly
increasing　function　ofα；1レf（α）→∞asα→oO　and／t4’（a）→Oasα→αo，
（4）Ifαis　of　bounded　type　then　the　two　boundary　components　of　a　Herman　ring　with
rotation　numberαpossessed　by　a　mapping　F∈Fare　quasicircles　each　containing　a
critical　point．
　　　In　the　paper　we　consider　Blaschke　products　of　degree　higher　than　3．　We　introduce
afamily　of　the　Blaschke　products　of　the　following　form：
　　　　　　　　　　　　　　　　　　硫一｛f。f乞）10≦α≦1，0〈α＜1／（2κ＋1）｝．
where，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　f。f2・（・）－e・…z・＋1儲）㌦≧1
W・・n・－1・nd・・sreal，・・tt・・gb－?・h・v・f。，。一・2・％21謡・T…e…ew・m・y
consider　the　family　3㍉instead　of　the　family　F．　In　this　case　we　showed［5］that　for　a
certain　class　of　irrational　numbersα，αo　is　strictly　smaller　than　1／3，　which　corresponds
to　1／ao　to　be　exact　following　the　Henriksen’s　notation　although　we　use　the　same　termi－
nologyαo，　so　that　it　impliesαo　is　strictly　larger　than　3．
　　　Since　the　map　in　JNκ　preserves　the　unit　circle　as　an　invariant　curve，　when　restricted
to　the　unit　circle　this　map　can　be　regarded　as　a　circle　map．　If　we　write　the　lift　of　the　map
・・濫）ω・u・hth・tf。f2）（x＋1）一濫）ω，　th・n　w・d・fi・・th…t・ti・n　numb・・ρ（瑠）・f
（faf乞））as　follows：
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・（f。fZ・）一．海（fa（乞））釜の一ヱm・d・1・・．
We　introduce　the　level　set：
Tk（θ）一｛（・，・）∈［0，1］×（0，1／（2κ＋1））1ρ（f。f乞））一θ｝．
Then　we　have　the　following　diagram　of　the　parameter　space（α，　a）classified　by　the
rotation　number（Figure　1）：
　　　If　the　rotation　numberθ＝ρ（faf乞））is　a　rational　number，　Tk（θ）is　a　domain，　which
looks　similar　to　an　Arnold　tongue　as　in　the　case　of　the　Arnold　family［2］and　if　it　is　an
irrational　number，　Tk（θ）iS　juSt　a　CurVe．
　　　Owing　to　Theorem　4．l　and　the　remark　following　the　theorem［8］there　exists
faf乞）∈3「κwhich　possesses　a　Herman　ring　with　rotation　numberθif　and　only　ifθis　a
Brjuno　number（for　example　see　Figure　2）．
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　　　Under　these　situations　we　have　the　following　theorem　which　corresponds　to（2）and
（3）of　Henriksen’s　results．
Theorem　l　Lθ‘θうe　a7bitra7ily　chosen勿βαndん＞1．　Tんθηthθ7θθxistsαreα1αnalytic
mappi・g・r・（o，・。）→Tk（θ）d・fined・by・r（∫）一（・（・），・（3））s・・励α肋佛⑳礁1，。，、，　h・・
α　Uerman　ring（ゾmodulus・s／br・eαch・s∈（0，∞）and・the／bllowing　conditions　are　satisfied’
（1）α（s）is　strictl：ソdecreαsing；
（2）　α（∫）→0αss→○○∫
（3）　〃zere　existsαo≧Osuch〃1αtα（s）→αoαεs→0．
M・re・V・r．　f。lk。’　d・・S競ρ・S・・∬・ny・Herm…ing・fo・・ny（α，・）∈T，（θ）・・tisfying・≧α。．
　　　Next　we　consider　the　problem　whether　ao＝1／（2ん十1）holds　in　Theorem　l．　First
we　remark　that　Yoccoz［16］has　proved　that　forθ∈μ（see［15］for　the　definition），every
analytic　circle　diffeomorphism　with　rotation　numberθis　analytically　linearizable．　This
theorem　is　called　the　Global　Conjugacy　Theorem（see［12］）．　Therefore　it　only　remains
to　treat　the　case　where　the　rotation　number　is　contained　in　Z3＼好．
　　　As　we　showed　for　the　caseん＝1in［5］we　can　show　the　similar　result　using　the
idea　in［4］．
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　　　　　　　　　　　Figure　2　Herman　rings　of醒シ3，0．1　and癬シ3，0．055　with　the　unit　circle
Theorem　2　五et　k＞lbe　arbitrarilyノ伽θd．　For　an夕ao∈（0，1／（2κ十1）），　thereθ短s’s
Tk（θ）∫b・S・m・・e∈B＼々・U・h　that・al・ng　Tk（θ）f。f乞）h・・a　Herman・・ing・wh・se・b・und・ry
・…i・ts　・f・tw・9・α・i・i・cles・wi伽・c肱の・i・t・ゾ溜・・吻吻繭・0〈・＜・。α・伽
Herman　ringプb7αo≦α≦1／（2k十1）．
In　particular　if　the　rotation　number　is　of　bounded　type　we　have　the　following　result．
Theorem　3　Let　e　be　an　irrational　rotation　number　o．プbounded　t：妙e・andん＞1．　Thenプ’or　any
（α，・）∈Tk（θ）f。fZ）has・a・Herman・・ing・wh…b・認・ry・・ηSゼSおのω・qua・i・i・cl・・αnd
・α砒・勿・π翻・ゾωhich・has・a・criticα1・P・漁ゾf。f乞）．
2　Preliminaries
2．l　Blaschke　products　of　degree　2k十las　circle　maps
　　　As　mentioned　above，　the　rational　map　belonging　to　the　family．3”－k　preserves　the　unit
circle　as　an　invariant　curve．　Therefore，　we　can　regard　this　map　as　a　circle　map，
Lemma　4
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have
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　fa（乞’（。2・’θ）一，2・’（θ＋・＋Hik）（θ）），
where
　　　　　　　　　　　　　　　　　拷・・（・）一一i・・n《1＋鍔1讐、。θ））・
VVe　Put
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　濫・（θ）一θ＋・＋耀（θ）（血・d1）．
Proqf　We　remark　that　the　fo正lowing　equation　holds：
　　　　　　　　　　　f。12・（…i・）一・・一・　＋1）・（歩謝一・一…（壽砦1ア
If　we　put
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　詫‘；雲量11－…竺
the　remaining　part　of　the　proof　is　the　same　as　the　argument　in［5］．
2．2　Critical　points　of　Blaschke　products　of　degree　2k十l
Arational　map　of　degree　d　has　2（d－1）critical　points．
　　　A・al・ul・ti・P・h・w・th・t　f・fZ’・h・・4κ・・iti・al　p・i・・s　c・unt・d　wi・h　m・ltipli・ity　f・・
ん≧2：
　　　　　　　　　　0（of　multiplicityん），。。（of　multiplicityん），
　　　　　　　　　　α（of　multiplicityん一1），1／α（of　multiplicityκ一1），
　　　　　　　　　　・。≡（2k－1－1）a2十1±》（α2－1）｛（2k十1　　　　　　　　2（k＋1）α）2α2－’｝（・・m・lt・pli・・ty　l）・
They　satisfy　for　O＜α＜1／（2k十1）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　0＜α＜c．〈c．＜1／α〈∞。
When　k＝1，　the　critical　points　are
　　　　　　　　　　　　　　　O（of　multiplicity　l），○。（of　multiplicity　1），
　　　　　　　　　　　　　　　・．≡3α2＋1±（a2－14a）（9α2－’）（・・m・lt・pli・・ty　l）・
2．3　Characterization　of　Blaschke　products　of　degree　2ん十1
Now，　we　consider　the　following　families　of　Blaschke　products：
　　　　　　　　　　　　　翫一｛瑠10≦・≦1，0〈1・【＜1／（2κ＋1）・・1＜1・1｝
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　29
and
　　　　　　　　　　　　　　　　　e、　＝＝｛f。f乞）io≦α≦1，0く國く1／（2κ＋1）｝．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Obviously，毒⊂∂κ⊂（9k　holds．　Here　the　following　characterization　holds．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’　
Lemma　5　．4　rational　map　f：C→（Cof　degree（2k十1）belongs　to　Ok　if　and　only　iffhas　zeros
of　order（k十1）at・the・ori『gin　and　of　order　k　at　some　point　excePt　O　and。。αnd　f〃zaPs　the　unit
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ci7℃1θd勾ウ「θ0〃ZOゆhically　onto　itsθlf．　Evθ7：y　maP∫∈（三）k　com〃zutθS　with　reflection　in　the　Z〃zit
circle．
　　　　We　say　thaげcommutes　with　reflection　in　the　unit　circle　if　T　o　f　＝　f　Oτholds，　where
τ（z）＝1／2．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Pro（ゾSince　it　is　easy　to　show　that∫∈δκsatisfies　the　conditions，　we　show　the　collverse．
Suppose　thaげsatisfies　the　conditions　of　the　lemma．　We　define
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ra（。）－1－　dz．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　9－a
If　we　putα＝1／b，　then　it　is　easily　seen　that
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2。i。1－bz
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ra（z）＝θ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　z－b
for　someα∈［0，1］．　We　use　the　lemma（see　Lemma　l5．3　in［11］）．
1」emma　6　／1　rational　mal）（ゾdegree　d　cαrries　the　unit　circle　into　itself　if　and　only　if　it　can
be　wri°tten・as・a別αsc肋θρπ）duct
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ア（・）＝・2㌦1（か’ra、（z）．　．　　（1）
プb7　S・〃ze・C・ns伽ts・e2π’t∈∂D・and・ai，…，α、∈可＼∂0．
　　　According　to　this　lemma／is　written　as
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∫（。）－e・…．1－d，・　1－d・z．．上di…1・，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Z－al　　9一α2　　　9一α2k十1
for　some　ai，1≦i≦2ん十1．　As∫has　a　zero　point　of　order　k十1，　takingακ＋l　as∞for
1≦i≦ん十1it　follows
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　プ（。）一。・・i・。k・11－de　1－di・z＿1－d・Z．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　9－al　　Z一α2　　　　　　Z一ακ
Asアhas　a　zero　of　orderんat　some　point，　which　we　write　it　as　1／di，　then　it　should　be
α1＝α2＝…＝ακ＝α．Thus　we　have
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　f（・）一・・n・・zk・1儲メ
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　　　Since／maps　the　unit　circle　diffeomorphically　onto　itself，　putting　z＝e2πiθ　it　implies
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　l　（i　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　lo9∫（e2πiθ）＞0，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2πi（iθ
We　have
　　　　　　　　　　　　　　　　，謡1・9∫（・…θ）一・＋1＋1－（蕊毒撃1。1・・
Then，　solving　the　above　in　equality　we　have　O＜lal＜1／（2ん十1）or　l〈｝α1．
　　　　　　　　　　　　　　If！is　in　Ok，　a　simple　calculation　shows　thaげcommutes　with　reflection　in　the　unit
circle．
Proposition　7　Supl）osθthat　Iα1＞1．　Then　theノ’ollowing　hold∫
（1）if・1・1＜1，　th・n　1（f。f：’）n（z）ト0・・n…nd・t・∞，
（2）刎・1＞1，th・n　1（瑠）n（・）1－・…n…nd・t・∞，
where（溜）”伽・t・s・th・励舵醜・）f　f。fZ），
　　　1・・this　case，　the　luli・・etノ（f。f乞））礁1乞）翻・ides・with　th・罐・ircl・．　Thu・，　f。f2’　h・…
Herman　ring．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1一砿　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　くlis　equivalentto　lzI＜1．　If　lzI＝R〈1，　thenPro（’f，（1）When　l　a　l＞1，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　9－a
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　lf。fZ・（・）1・一・1・1・・1鷺zκ〈R・．
Thi・1・ad・th・t　l（f。f2’・）”（・）1－0…t・nd・t・∞．
（2）We　can　show　in　the　similar　way　as　in　the　case（1）．
　　　The　Fatou　set　of　f．f乞）is　just　divided　into　two　components，　the　attractive　basin　of．O
and　that　of　oo．　Therefore，ノ（プlf乞））is　the　unit　circle．　Thus　there　is　no　possibility　of　exis・
tence　of　a　Herman　ring．
2．4　Herman’s　theorem
We　use　the　following　theorem（［6］，see［4］）：
Theorem　8五θげbe　an　orientation　preserving　C°°－diffeo〃zorPhism　qプR／rZ　such　that　no
it2ratθ（ゾ．プ十αlifts旋）thθidentit：ソmaP，ノbl・anニソα∈R，　Then，　thθreθxis　tsα0∈聡such　that：
（1）ア＋α。hαS・an・irrational・r（）tation　number　e’
（2）f＋α。＝q　・　re　where　9　is　a　quasisymmetric　maP（）f　R／雁απ4ψ（1）＝1∫・and
（3）　ψis　not　C『
　　　Here，　re（x）＝x十θ（mod　l）．　Applying　this　theorem　to　the　Blaschke　product　of　de－
gree　2k十1，　we　have
Corollary　9　、乙θ’ノ（コc）beコじ十Ha（x）（mod　1）and　faf乞）as　in　Lemma　4．　Then，　f（）γαny
αo∈（O，1／（2k十1））thθreθxistsαo∈聡　such　that
（1）瑠。伽α・伽伽・Z観・伽・励・・θ∫
（2）瑠。一ψ・卿厩例・・9…纏㎜・耽卿姻／Z・nd・OP（1）－1∫・nd
（3）OP　is　n・t　C2．
　　　伽・耽吻瑠。伽・・伽・α・惣
For　the　proof　see　the　proof　of　Corollary　8　in［5］．
3　Proof　of　Theorem　l
Letθ∈β．　According　to　the　Theorem　4．1　and　the　remark　in［8］we　can　suppose　that
there　exists（α＊，α＊）∈Tk（θ）such　that，f．～嬢．　has　a　Herman　ring　VV　around　the　unit　circle
with　the　rotation　numberθ．　For　simplicity　we　write　f．～嬢．　asアin　the　sequel．　As∫com－
mutes　with　reflection　in　the　unit　circle，τW＝玩z　holds．　By　the　definition　of　Herman
rings　there　exists　a　comformal　mapPing
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ψ：w→AR，
where．4R＝｛z∈（釧1／R〈lgl＜R｝for　some　number　1～＞Osuch　that
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　R。＝ψ・f・ψ一1，
where　1～θ（z）＝e2πiez．　We　suppose　that　Op　maps　the　inner　and　outer　boundary　of　AR　onto
the　inner　and　outer　boundary　ofσ，　respectively　and　q（1）＞0．　Then　the　conjugacy　map
q　is　uniduely　determined．　Since　it　is　easy　to　see　thatビ10ψoτis　also　a　conjugacy　map
and　also　satisfies　thatτ一10ψ○τ（1）＞Oand　it　maps　the　inner　and　outer　boundary　of
AR　onto　the　inner　and　outer　boundary　ofσ，　respectively．　Therefore，ψ＝τ一10qoτ
holds．　Thusψcommutes　with　reflection　in　the　unit　circle．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1
　　　The　modulus　of　the　Herman　ring　W　is　represented　as－log、R，　which　we　denote　by
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　π
M．Now，　for∫∈（0，0Q）we　put
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　9；s／M．
We　define　a　quasiconformal　homeomorphism　¢，：AR→ARs　by
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　φ，（z）＝zlzド　’．
Obviouslyφs　preserves　the　unit　circle　as　an　invariant　curve．　It　is　easy　to　show　thatφ、
commutes　with　reflection　in　the　unit　circle．　Writing　the　quasiconformal　mapping
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Φ、＝φ、　o　OP：w→AR・，
Φ、also　commutes　with　reflection　in　the　unit　circle．　We　define　the　mapσ、：＠→C　as
follows：
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・・一｛乙」1．R，。。s：醗
Then　gs　commutes　with　reflection　in　the　unit　circle，　because　f　andΦ、　commute　with
reflection　in　the　unit　circle．　Since　f　has　zeros　of　order　k十1at　the　origin　and・of　order　k
at　1／a，　the　definition　shows　that　g、　also　has　zeros　of　order　k十1at　the　origin　and　of　order
k’at　some　point．
　　　Here　we　need　the　following　lemma，　which　is　a　modified　version　in　Henriksen［7］of
Shishikura’s　fundamental　lemma　for　quasiconformal　surgery（Shishikura［13］）．
Lemma　lO　Let　E　denoteαdomain．　Sゆρosθthat　a　quasiregular　mαpping　9’（◎→◎αnd　a
quasiconformα1〃Zαpping　¢：　E→E’Sα’纏θS吻ノbllowing　conditions；
（i）　　9（E）　⊂1…：
㈹Φ・g・Φ一’is　analytic　in　EZ
箇）　9言＝0（α．e．）07z（◎＼E．
Then　”zθγ召　exists　α　unique　（7z4αs歪coηノbrmal　〃lapping　ψ　fixing　O，　1　and　∞　∫zκ1z　thαt
ψ・g・ψ一’i・乙纏・nα1伽伽・．M・re・ver，　iP・Φ一’is　c・nf・rmal・in・E’and・¢、－0・．・．・n
C－Un≧09一η（E）．1ア9αndΦ00〃zmutes　with　reflection　in　the　unit　circle　and　E　is　invari°ant
ωith　respect　to　reflection　in　the　unit　circle，　we　can　suPPose　that　¢　alSO　com〃zutes　with　reflec－
tion　in　thθunit　circle，
　　　If　we　take　g、　as　g，　VV　as　E，　ARs　as　E’　and　¢、　as　g，　it　is　easy　to　check　that　the　conditions
of　Lemma　10　hold．　Therefore　applying　the　lemma　we　have　a　quasiconformal　mapψ、　such
that
G，　・＝　¢s・9、・ψ」1
is　a　rational　map　andψcommutes　with　reflection　in　the　unit　circle．　According　to　this
lemma，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ψ、・Φ」’・五べψ、（w）
is　conformal．　Thereforeψs（W）is　a　Herman　ring　of（；s．　Since　the　modulus　of　ARs　is
⊥1。9、R，，　th，　m。d。1。、　Ms。f　th，　H，，m。n，i。gψ、（吻i、
π
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Ms＝－5109　R；醐＝S，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　π
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　It　is　necessary　to　check　whether　G，　belongs　to　the　family　Ok．　Since（；，　has　the　same
dynamics　as　f　outside　of　¢，（W），（；，　also　has　zeros　of　order　k十1at　the　origin　and　of　order
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　んat　some　point．　Then　according　to　Lemma　5，（］s　belongs　toδκ，　Le．，　there　exist　a　reai
numberδ，0≦δ≦1and　a　complex　numberβsatisfying　O〈1β1〈1／（2k＋1）or
Iβ1＞lsuch　that
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Gs－・・n・・z・k・1（笥
The　case　of　Iβ1＞1does　not　occur　by　Proposition　7，　because（；s　has　the　Herman　ring
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ψ、（w）．Thus（］s　belongs　to∂κ．
　　　In　order　to　belong　to　the　family．3κ，βshould　be　a　positive　real　number．　Let．Rξ（z）be
the　rigid　rotation．　Consider　the　conjugate　ofσ，．　Then，　we　have
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　c．（z）一（R∫’・（；s。R，）（z）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－e・…zk＋1停幕び
If　we　choose　9　such　that　Be－2πiξ　is　a　positive　real　number，（i，　is　the　required　mapping．　The
real　positive　numberβθ一2πiξ　and　6　depend　on　s，　so　that　we　write　them　asα（s）andα（s），
respectively．　Then　we　can　write　O、　as
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Gs－・…6zk・1（鴇（副
　　　Now　we　show　thatα（∫）andα（s）are　real　analytic．　Asα（s）itself　is　a　critical　point
of（；s，　according　to　the　dependence　of　the　parameter　of　the　measurable　Riemann　map－
ping　theorem　（［1］）　which　is　based　on　Shishikura’s　fundamental　lemma　for
quasiconformal　surgeryα（∫）＝R∫10ψs（が）is　analytic　with　respect　to　s，　because　1～ご
carriesψε（α＊）on　the　positive　rea正half　line　depending　analytically　on∫．　Since
　　　　　　　　　　　　　　C，（1）一（RE1。ψ。・Φ，”）・R，・（R9’　・　¢，・Φの一1（1）
analytically　depends　on　s，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Cs（1）－e2”’a（s）
shows　thatα（s）depends　analytically　on∫．
　　　Next　we　go　on　to　show　that　the　conditions（1），（2）and（3）are　satisfied．　It　needs　the
following　lemma　in［9］．
Lemma・11∬the　ring　dO〃zαゴηB吻α磁θS吻ρα歪γqプpo乞nts　a　l，う1加〃z　the　Pαir　a2，　b　2　and
if　the　Sl》herical　distance　satisプゼεs　k（ai，　bi）　≧δ　＞0，’i＝　1，2，　then　the〃iodulusノレf（β）　qプB
satisfies
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　M（B）≦器・・
　　　P・t・・　＝＝　9・う1＝・（・）・nd・・＝∞・b・－1／・（・）・nd　B－Rgi°ψr（U「）・B・L・mm・11
・fM（B）・憂…h・n
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　k（ai，のくδ
This　implies　that　if　the　modulus　s　increases　then　the　critical　pointα（s）tends　to　O．
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　　　S・pP・se　th・t・（∫1）一・（・、）．　Th・n礁1、．。，，1）and嶽1；、，。，，、）h・v・Herm・n・i・g・with　th・
same　rotation　numberθ．　Therefore（α（sl），α（s且）），（α（s2），α（∫2））∈Tk（θ）．　According　to
L・mm・4．2　i・［10］，it　impli・・th・t・（・1）一・（・、），・・th・t礁1、，α，、1）一鵬，。、，、、　h・ld・．
　　　0・th・・ther　h・nd　th・m・d・1…fth・Herm・n・i・g瑠、，。、s、）i・s、　f・・i－1，2』・nce
it　implies　that　s1＝s2．　This　shows　thatα（s）is　injective．　This　completes　the　proof　of（1）
and（2），
　　　Since恋乞）does　not　have　a　Herman　ring　for　a≧1／（2k十1），thenα（s）〈1（2k十1）
holds．　Then　owing　to　the　continuity　ofα（s），we　have
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　limα（∫）　＝αo≦　1／（2k－←1）．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∫→O
This　implies　that（3）holds．
　　　Fi・・lly，　if　th・・e　exi・t・α1＞・。　su・h　th・t鵬h・・aH・・man・i・g　f・r　s・m・α1　sati・fy－
ing（α1，α1）∈Tk（θ），then　applying　the　way　of　constructing　Herman　rings　mentioned
・b・v・t・th・H・・m…i・g・f鵬we　can　h・v・aH・・m・n・i・g・f瑠f・・α。≦・≦α1．　Thi・
contradicts　thatαo　is　an　upper　limit　ofα（s）．
4　Proof　of　Theorem　2
The　way　of　the　proof　is　almost　the　same　except　checking　the　form　of　the　map　as　in［5］，
　　　According　to　Yoccoz’s　theorem　and　Theorern　4．1　and　the　remark　in［8］we　can
suppose　thatθ∈Z3＼紆．
　　　L・t・。∈（0，1／（2κ＋1））be　a・bit・a・ily・h・・en・nd　l・t瑠。　be　a　m・pPi・g・ati・fyi・g
the　c・nditi・n・・f　C…ll・・y　9・ndθth…t・ti・n　numb…f瑠、　Sinceθ孟・an　irrati・n・l
number，　there　exists　a　uniqueαo　such　that（αo，αo）∈Tk（θ）according　to　Lemma　4．1　in
［10］，
　　　F・rsimpli・ity　w・p・t∫－f。il　2。．　L・t・∈（1，・・）b・a・bit・a・ily　fi・・d・C・n・id・・th・
annulUS
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　As＝｛1／s＜lzl〈s｝．
We　denote　by　C（s）the　outer　component　of　the　boundary　and　by　C（1／s）the　inner　compo－
nent　of　the　boundary　of　As．　As　f　maps　the　unit　circle　onto　itself，　we　define　the　map　on
＠＼A、：
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　9・（z）一｛手ご；）鵬．
We　define
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Φ1’／s）・C（1／s）→C（’／s）
by　sψ（z／s）and
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　35
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Φls）・c（s）→c（s）
by⊥ψ（、。）．　Acc。，di。g　t。　C。，。ll。，y　9，Φli／・・。nd・¢ls・a，e　q。。、i，ymm。t，i、ally。。nj。g。t，
　　　sto　the　rigid　rotation　re　on　C（1／s）and　C（s），　respectively．
　　　According　to　Lemma　4．1　in［4］we　obtain　a　quasiconformal　mapΦ、：A、→∠4、　such
that
（1）
（2）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　¢s（・）一｛雛）雛：：ys），
Φscommutes　with　reflection　in　the　unit　circle．
Then　combining　the　maps　defined　on　C＼A、　and　A，，　we　define　the　map　g、：◎→（◎as
follows：
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　9・一｛畿1。R、QΦ、：説且・．
It　is　easily　seen　that　the　maps　coincide　on　the　boundaries　and　finally　g、　is　continuous　on
C．We　remark　that　g、　commutes　with　reflection　in　the　unit　circle　by．construction．　The
map　g、　is　a　quasiconformal　map　inside　the　annulus　and　an　analytic　map　outside　the
annulus．　Therefore，　g、　is　quasiregular　in　C．
　　　Applying　Lemma　10，　take　g、　constructed　before　as　g，　A、　as　E＝E’andΦ、　asΦ．　Then，
it　is　easy　to　check　that　all　the　conditions　are　satisfied．　Then，　there　exists　a　quasicon－
formal　mappingψ、　such　that
Gs＝ψ、09ε○ψ」1
is　a　rational　mapPing．
　　　The　construction　shows　that．（］s　has　the　Herman　ringψ、（As），　In　fact，　suppose　that
Gs　has　a　Herman　ring　larger　thanψs（As）．　It　implies　that　the　mapping　f　itself　can　be
analytically　extended　to　some　region　in　either　the　inner　or　outer　part　of　the　unit　circle．
Thus　f　has　a　Herman　ring　around　the　unit　circle，　because　f　commutes　with　reflection　in
the　unit　circle，　which　implies　thatψis　analytic．　This　contradicts　the　assumption．
　　　As　the　same　argument　as　in　Theorem　l　leads　to　the　conclusion　that（；s　belongs　to
∂k．Then　some　apPropriate　conjugacy　map　1～ξ（z）conjugate　Gs　to　a　map（；s（z）∈3κ．
Then　taking　someα（s）＞Oand　O〈α（s）〈1we　can　write　G，　as
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Gs（・）一　e2nia（s）・・＋1（鷺（副
　　　Fi・・11y，・if・there・e・i・t・・1＞・。　su・h　th・t瑠、　h・・aH・・m・n・i・g　f・r　s・m・α・ati・fyi・g
（α1，α1）∈Tk（θ），　then　the　way　of　constructing　Herman　rings　using　the　Herman　ring　of
瑠1i・Th・・rem　l・ari・P・・vid・aHerm・n・i・g　f・・矯ll。．　Th・・ef・・e，瑠。　rest・i・t・d　t・th・
unit・irc1・i・an・lyti・ally　li・・a・i・abl・．　This　c・nt・adi・t・th・t瑠。　rest・i・t・d　t・th・unit
circle　is　not　analytically　linearizable．
　　　For　O＜a＜1／（2k十1），　the　critical　points　of／if儀）are　O，　Oo，　a，1／αand
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2k＋1）α2＋1±（α2－1）｛（2ん＋1）2a2－1｝
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2（k＋1）α　　　　　’
Th・・ef・・e，　the　c・iti・al　p・i・t・・f瑠。　a・e　n・t・n　th・unit・i・cl・．　Th・n　by・・n・t・u・ti・n，
there　can　be　no　critical　points　on　the　boundaries　of　the　Herman　ring　of　Cs＝窟8，α（s）．
　　　As　the　boundaries　are　also　expressed　as　the　quasiconformal　mapping，　the　boundaries
are　quasicircles．　Once　if　we　obtain　a　Herman　ring　of　f．fk．）for　some（α，α）∈T，（θ），Theo－
rem　l　shows　that　f．，、has　a　Herman　rirlg　for　O≦α〈αo　in　Tk（θ）．
5　Proof　of　Theorem　3
If　we　assume　that　the　rotation　numberθis　an　irrational　number　of　bounded　type，　then
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　twe　have　the　following　theorem　due　to　Swiatek　and　Herman（［6］and［14］）．
Theorem　l　2　Sゆρosθ∫’聡／雁→聡／屡isαrealαnαlytic　orientation　presθrving　circle
homeomo7Phis〃Z，ω魏加itely〃iany　cn’tical　points．　Then　the　mαpping　h　CO7吻9π伽9μ0α
rigid　r（）鰯伽1～。　is　quasis遡膨耽if　and　O吻乏プthe・rotation脚功er・e・is・an・irrational・nu〃Z一
δθ7qプbounded　tyPe．
We　consider　the　Blaschke　product．
　（k）　　　　　　　　　　2nia　k＋1f。）：／（2k＋1）－eZ
　　　　　1
1－　　　2k十1
1
z　　　　2k十1
This．map　is　an　orientation　preserving　real　analytic　circle　homeomorphism　and　has　l　as
acritical　point．　Thus　f．fl＞（2κ＋D　cannot　have　a　Herman　ring　around　the　unit　circle（see
Figure　3，　wbich　may　help　understanding，　although　the　rotation　numberθmight　not　be
irrational）．
　　　Letθbe　an　irrational　number　of　bounded　type．　According　to　the　continuity　of　the
・・t・ti・・n・mb・・，　th・・e　exi・t・0≦・。≦1・u・h　th・tρ（　（k）fa　O，1／（2k十1））一θ．　F・r　simpli・ity　w・
P・げ一瑠／，、、＋。．L・t・∈（1，・・）b・a・bit・a・ily　fi・・d．　R・p・ati・g　th・a・g・m・nt・・i・th・
proof　of　Theorem　2，　we　have　a　family　of　rational　maps　in　3κof　the　following　form：
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Cs（・）－f。1　．。・，・一・一…＋1（留チメ
　　　For　O＜α＜1／（2k十1），　the　critical　points　of．faf乞）are　O，　Oo，α，1／αand
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2ん十1）α2十1±　（α2－1）｛（2ん十1）2a2－1｝
　　　　　　　　　　　　　　　　　c・≡　　　　2（k十1）。
and　satisfy
0〈α〈c－＜c．＜1／α＜。。．
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Figure　3　Julia　sets　of　J鷹シ3，1／5　and　J罐シ3，1／7
A・the　c・iti・al　p・i・t　1・ff。X　l．、、、＋1）i・・n　th・unit・i・cl・，　the　c・n・t…ti・n・h・w・th・t　each
component　of　the　boundary　of　the　Herman　ring　of（；，　has　a　critical　point．　As　each　com－
ponent　of　the　boundary　is　expressed　as　the　quasiconforlnal　mapping，　it　is　a　quasicircle．
Since（；，　has　the　same　rotation　number　e，　we　have（；s∈Tk（θ）．　In　this　case　it　is　easy　to　see
that　limα（∫）＝1／（2ん十1）．　The　similar　argument　as　in　Theorem　l　shows　thatα（s）is
　　　　s　ユstrictly　decreasing　and　tends　to　O　as　tends　to。。．　Therefore孟1乞）has　a　Herman　ring　with
the　required　properties　for　any（α，α）∈Tk（θ）．
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